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1. Streszczenie

Rozprawa poswigecona zostata tematyce badan w zakresie obliczen masowo
rownoleglych z zastosowaniem do wybranych probleméw optymalizacji dynamicznej.
W ramach pracy wykorzystano masowo rownolegla platforme obliczeniowg Nvidia CUDA
(ang. Compute Unified Device Architecture). Sformulowano i rozwigzano przyktadowy
problem optymalizacji dynamicznej. Opracowano réwniez szereg algorytmow masowo
réwnoleglych majacych zastosowanie dla szerszej, niz docelowa, grupy problemow.
W oparciu 0 wybrane istniejgce koncepcje zrdéwnoleglenia obliczen zaprojektowano oraz
przebadano dedykowane algorytmy dla platformy CUDA. W toku prowadzonych badan
opracowano rowniez algorytm bazujacy na autorskim pomys$le dotyczacym potaczenia
wczesniej wykorzystanych koncepcji organizacji obliczen rownoleglych. Efektem takiego
zabiegu powstat algorytm pozwalajacy znacznie lepiej wykorzysta¢ potencjal masowo
rownolegtej architektury CUDA w S$cisle okreslonych przypadkach. W pracy zawarto
szczegdtowe opisy przeprowadzonych badan, przedstawiono wyniki w formie licznych tabel
oraz wykresow. Ponadto w ramach rozprawy opracowano oraz przebadano algorytmy
dedykowane dla CUDA, stuzace obliczaniu diagraméw bifurkacji dla przyktadowego modelu
tuku elektrycznego. Co wazne, w ramach pracy obliczane byly nie jedno, lecz dwu oraz
trojwymiarowe diagramy bifurkacji o duzym wymiarze. Opracowane algorytmy CUDA
poréwnywano z analogicznymi algorytmami sekwencyjnymi. Ponadto dla niektorych
problemoéw rozwigzywanych w ramach niniejszej rozprawy dokonano réwniez poréwnania
opracowanych algorytmow masowo réwnoleglych do algorytmow rownolegtych pracujacych
na wielordzeniowych CPU z wykorzystaniem technologii OpenMP.

Abstract:

The dissertation is devoted to research in the field of massively parallel computing with
application in dynamic optimization. As part of the work, a massively parallel computing
platform Nvidia CUDA (Compute Unified Device Architecture) was used. An exemplary
problem of dynamic optimization was formulated and solved. A number of massively parallel
algorithms have also been developed that are applicable to a wider than target group of
problems. Based on selected existing concepts of parallelization of computations, dedicated
algorithms for the CUDA platform were designed and researched. In the course of the
research, an algorithm based on a proprietary solution was also developed, combining the
previously used concepts of the parallel organization of calculations. An algorithm was
developed that allows much better use of the potential of massively parallel CUDA
architecture in strictly defined cases. The dissertation contains detailed descriptions of the
conducted research, and presents the results in the form of numerous tables and charts. In
addition, as part of the dissertation, algorithms for calculating bifurcation diagrams for an
exemplary electric arc model, dedicated to CUDA, were developed and research. Importantly,
as part of the work, not one, but two and three-dimensional bifurcation diagrams of large
dimensions were calculated. The developed CUDA algorithms were compared with analogous
sequential algorithms. In addition, for some of the problems solved in this dissertation, a
comparison of the developed massively parallel algorithms to parallel algorithms working on
multi-core CPUs with the use of OpenMP technology was also made.
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2. Wprowadzenie do tematyki badan

Rozwdj wspotczesnych technologii w obszarze Automatyki oraz Informatyki
Przemystowej, stwarza realng mozliwo$¢ automatyzacji wielu proceséw. Przebieg tych
procesOw bez udziatu cztowieka, lub z ograniczonym jego udzialem, prowadzi z kolei do
potrzeby okreslenia pewnych kryteriow jakos$ci, ktore musza zosta¢ spetnione aby osiagnigty
efekt byt satysfakcjonujacy. Istnieje zatem uzasadniona potrzeba optymalizacji przebiegu
wspomnianych procesow.

Pojecie optymalizacji na przestrzeni ostatnich lat mocno si¢ upowszechnito i ma dobrze
ugruntowang pozycje w wielu dziedzinach zycia, nauki oraz techniki takich jak:
projektowanie produktow, procesy produkcyjne, finanse, przemyst chemiczny, lotnictwo,
motoryzacja, informatyka, automatyka oraz wiele innych dziedzin. Przykladem dziatan
optymalizacyjnych moze by¢ maksymalizacja zyskow przy jednoczesnym ograniczeniu
kosztéw, lub maksymalizacja wydajnos$ci przy jednoczesnym ograniczeniu zuzycia paliwa.
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W ujeciu formalnym pojecie optymalizacji moze by¢ rozumiane jako ”...postgpowanie
polegajace na wyborze elementu z danego zbioru w oparciu o relacje ustalajace pewien
porzadek w tym zbiorze”, przy zalozeniu, Ze elementami wspomnianego zbioru sa
rozwigzania konkretnych problemow [1].

Natomiast w ujeciu bardziej ogdlnym pojecie optymalizacji odnosi si¢ do procesu
poszukiwania najlepszych rozwigzan napotkanego problemu przy jednoczesnym
uwzglednieniu jego specyfiki. Rozwigzania te z kolei przektada¢ si¢ beda na podejmowanie
szeregu konkretnych decyzji. W praktyce za rozwigzanie najlepsze z matematycznego punktu
widzenia uwaza si¢ minimum lub maksimum przyje¢tego wskaznika jakosci [2].

Pojecie wskaznika jakosci jest jednym z podstawowych poje¢ teorii optymalizacji.
Wynika to z faktu, iz w przypadku gdy przedmiotem naszych rozwazan bedzie pewien
konkretny proces, ktorego przebieg chcemy podda¢ dziataniu optymalizacji, a ktérego efekt
koncowy moze by¢ zmierzony przy wykorzystaniu pewnej funkcji skalarnej zwanej
funkcjonatlem kosztu lub funkcjg celu, to odpowiednim postepowaniem jest taki dobor
parametrow tego procesu, ktory  bedzie te funkcje ekstremalizowat
(minimalizowal/maksymalizowat). Zatem w przypadku funkcjonalu kosztu dzialaniem
optymalizacyjnym be¢dzie dazenie do minimalizacji badZz maksymalizacji jego wartoSci.
Przykladem praktycznym zadania optymalizacji obrazujacym role wskaznika jako$ci moze
by¢ podrézowanie z punktu A do punktu B, w przypadku ktérego ponoszony jest pewien
koszt zwigzany z podréza, ktory nalezy zminimalizowaé. Jednakze w innym ujeciu
problemem moze by¢ szybko$¢ podrozowania, ktora z kolei wymagata bedzie
maksymalizacji [3].



Podstawowego podzialu zadan optymalizacji mozemy dokona¢ juz w oparciu o natur¢
problemow jakich one dotyczg. Bedzie to zatem podzial na zadania optymalizacji statycznej
oraz dynamicznej [1].

Optymalizacja statyczna w ogélnym wujeciu polega na poszukiwaniu rozwigzania
optymalnego z punktu widzenia funkcji celu. W praktyce jest to poszukiwanie ekstremum
funkcji, a wigc warto$ci minimalnej lub maksymalnej w zaleznosci od rodzaju zadania.
Poszukiwanie ekstremum globalnego takiej funkcji mimo jego istnienia nie zawsze musi by¢
skuteczne 1 czesto konczy si¢ znalezieniem ekstremum lokalnego. Zatem skutecznos¢
wiekszosci stosowanych algorytmow w duzym stopniu zalezy od wtasciwego doboru punktu
startowego. W obrebie optymalizacji statycznej wyrdznia si¢ dwa podstawowe zagadnienia:
programowanie liniowe oraz nieliniowe. W przypadku programowania liniowego warto$cig
poszukiwang bedzie ekstremum liniowej funkcji celu, gdzie ograniczenia beda réwniez
funkcjami liniowymi. W przypadku programowania nieliniowego sytuacja jest odmienna
gdyz tutaj funkcja celu, dla ktorej szukamy ekstremum moze mie¢ dowolng posta¢ podobnie
jak ograniczenia [1] [2].

Optymalizacja dynamiczna w automatyce ,,...polega na poszukiwaniu takiego sposobu
zmian decyzji w danym przedziale czasu, ktory zapewni ekstremum pewnego wskaznika
jako$¢ zalezacego od przebiegu zmian tych decyzji ...” [2]. Zatem oddziatywanie
odpowiedniego ciggu decyzji w danym przedziale czasu na okreslony proces fizyczny jest
sterowaniem optymalnym. W odréznieniu od optymalizacji statycznej, optymalizacja
dynamiczna polega na poszukiwaniu funkcji sterowania a nie konkretnego punktu.
Wskaznikiem jakosci jest w tym wypadku zazwyczaj funkcjonat wyrazony w postaci calki.

Pojecie optymalizacji dynamicznej jest $cisSle powigzane z pojgciem sterowania, ktore
z kolei jest kluczowym problemem automatyki. W ogdélnym ujeciu Automatyka jest nauka
zajmujacg si¢ planowaniem oraz realizowaniem takiej strategii postepowania, ktora
przeprowadzi obiekt sterowany z jednego stanu do innego, czg¢sto przy spelnieniu dodatkowo
okreslonych kryteriow jakosciowych. Dlatego tez zadania optymalizacji dynamicznej czg¢sto
okresla si¢ mianem zadan sterowania optymalnego [1] [2] [4].

Sterowanie moze dotyczy¢ pojedynczych obiektow, uktadow obiektow lub calych
systemOow ztozonych z obiektow sterowania. Poszukiwanie wlasciwego sterowania jest
w Automatyce realizowane w oparciu 0 metody matematyczne modelowania statyki
I dynamiki procesow, oraz o metody optymalizacji wybranych wskaznikow jakosci,
reprezentujgcych najistotniejsze cechy z punktu widzenia procesu ktérym chcemy sterowac.
Dopiero po znalezieniu najlepszego sterowania mozliwa jest jego implementacja, ktora
najczesciej realizowana jest w oparciu o uktad sprzezenia zwrotnego. Idea sprzg¢zenia
zwrotnego umozliwia prowadzenie cigglej kontroli zachowania si¢ procesu sterowanego.
Sterowanie w uktadzie zamknigtym nazywamy regulacja automatyczna [1] [2] [4].



Rozpatrzmy zatem uklad regulacji automatycznej ztozony z regulatora i obiektu
regulacji (Rys. 2.1)

X (t)+ e(t) u(t)

x(t)
regulator " obiekt regulaciji

petla sprzgzenia zwrotnego

Rys. 2.1. Schemat blokowy ukladu regulacji automatycznej (na podstawie [5])

Na przedstawionym schemacie poroéwnanie wielkosci regulowanej x(t) z jej warto$cia
zadang x,(t) dokonywane jest w wezle sumacyjnym. Roznica e(t) = x(t) — x(t) nazywana
jest uchybem regulacji. Uktad regulacji pracuje dobrze wowczas gdy mimo oddziatywania
zaktocen z;(t), ..., z,(t) uchyb regulacji e(t) jest bliski wartosci zerowe;j.

W ramach niniejszej rozprawy rozpatrywane sa przypadki gdy obiekt regulacji opisany
jest uktadem rownan rézniczkowych zwyczajnych (ang. Ordinary Differential Equations -
ODE) opisanych wzorem (2.1) [4].

x=f(x, u, t)
(2.1)
gdzie:

f —funkcja wektorowa,

x — wektor zmiennych stanu o sktadowych [xy,...,.x,] T,
u — wektor sterowania [uy, ..., U] T,

t —zmienna czasowa (t, t,,).

Na wektor sterowania u, zazwyczaj natozone sg dodatkowe warunki zwane

ograniczeniami. W przypadku ogélnym zakladamy, ze wielkosci sterujace spetniaja
ograniczenia o postaci danej wzorem (2.2) [4].

gi(ug, Uy, oy Uyy) <0 (i =1,2,..,7) (2.2)

Wszystkie  wielko$ci  sterujace  spetniajagce  ograniczenia  nazywamy

dopuszczalnymi i zapisujemy w postaci danej wzorem (2.3). Tworzg one tak zwany
zbidr sterowan dopuszczalnych.

weD, (2.3)
gdzie:

D,, — zbidr sterowan dopuszczalnych



3. Sformutowanie celu, tezy oraz zakresu pracy

Efektywnos¢ rownoleglych implementacji algorytméw obliczeniowych w ogoélnosci, w
tym réwniez algorytmow optymalizacji dynamicznej w znacznym stopniu zalezy od struktury
konkretnego algorytmu obliczeniowego, to znaczy jego tzw. ,,podatnosci” na zrownoleglenie,
jak rowniez od samej architektury sprzetu obliczeniowego, na ktorym algorytmy te majg by¢
implementowane.

W obrgbie algorytméw optymalizacji opartych na wykorzystaniu zasady maximum
Pontriagina [1] [6], jednym z istotnych elementéw sktadowych jest problem rozwigzywania
uktadow rownan stanu 1 rownan sprzezonych. Badanie efektywnosci rownoleglych
implementacji tego typu obliczen jest przedmiotem niniejszej rozprawy doktorskiej. Jezeli
mamy do rozwigzania uktady réwnan rézniczkowych zwyczajnych o duzym wymiarze,
wowczas zrownoleglenie tego typu obliczen jest raczej oczywiste, jezeli zamierza si¢
wykorzysta¢ nie wigcej jednostek obliczeniowych niz wymiar uktadu. Ziarnisto$¢ takiego
zadania mozna jeszcze zmniejszy¢, wykorzystujac znane w literaturze algorytmy
rownolegtego obliczania warto$ci wyrazen algebraicznych, przy czym ziarnisto$¢ tego
podejscia jest rowniez ograniczona, a dodatkowo dochodza specyficzne wymagania odno$nie
architektury sprzetu, ktora pozwolitaby na osiagnigcie w takim podejsciu zadowalajacych
rezultatow w zakresie przyspieszenia obliczen.

Problem staje si¢ znacznie bardziej interesujacy, jezeli mamy do czynienia z niewielkim
ukladem rownan stanu i rOwnan sprzgzonych — w szczegolnym przypadku moze to by¢ np.
uktad jednowymiarowy. W jaki sposdb przyspieszy¢ obliczenia, ktorych celem jest
rozwigzanie jednego réwnania rézniczkowego? Jezeli dodatkowo posta¢ funkcji wystepujace;j
z prawej strony w rownaniu rozniczkowym nie pozwala na efektywne rownolegle
wyznaczanie jej wartosci, pozostaje jedynie rozwazenie zrownoleglenia obliczen ,,wzgledem
czasu”. Pomyst ten nie jest nowy. W odniesieniu do rownan rézniczkowych zostat on podjety
w pracy [7]. W pracy tej opisano implementacj¢ takiego sposobu zrownoleglania obliczen
przy wykorzystaniu systemu rownolegtego typu klaster, sktadajacego si¢ jedynie z siedmiu
jednostek  obliczeniowych, przy czym w  wigkszo$ci realizowanych obliczen
wykorzystywanych byto zaledwie 5 procesorow.

Kluczowym zadaniem niniejszej pracy doktorskiej jest zaprojektowanie, implementacja
oraz przebadanie efektywno$ci masowo rownoleglych realizacji algorytmoéw rozwigzywania
réwnan rézniczkowych zwyczajnych z zastosowanym zréwnolegleniem obliczen wzgledem
zmiennej czasu, przy czym implementacje te zaprojektowano i zrealizowano dla srodowiska
kart graficznych Nvidia CUDA (ang. Compute Unified Device Architecture) — dla
procesorow GPU (ang. Graphics Processing Unit), gwarantujacych znacznie wigkszy poziom
zrownoleglania zadania (w kontekscie liczby rdzeni/watkow), niz zostalo to zrealizowane
w ramach pracy [7].



Celem pracy doktorskiej jest:

e Opracowanie algorytméw numerycznego catkowania ukladow roéwnan
rézniczkowych zwyczajnych, przy wykorzystaniu technologii Nvidia CUDA dla
rozwigzywania ztozonych zadan optymalizacji dynamicznej.

e Badanie efektywnos$ci opracowanych algorytmow ze zrownolegleniem na poziomie
uktadu réwnan oraz na poziomie pojedynczego réwnania.

e Zastosowanie badanych algorytmow do rozwigzania przyktadowych, rozwazanych
W pracy problemow.

Teze pracy mozna sformulowac¢ nastepujaco:

Platforma Nvidia CUDA stwarza realne mozliwosci wyraznej poprawy efektywnosci
realizacji analizowanych w pracy metod 1 algorytmow optymalizacji dynamicznej poprzez
znaczne skrocenie czasu calkowania uktadéw rownan rozniczkowych zwyczajnych
opisujacych rozwazane problemy dynamiczne.

Zakres pracy

Prace rozpoczyna ogdélne wprowadzenie czytelnika w tematyke realizowanych badan.
Nastepnie sformulowany zostat w sposdb ogdlny problem optymalizacji dynamicznej oraz
wprowadzone zostaty niezbedne pojecia podstawowe. Przedstawiono rowniez przeglad metod
1 algorytmoéw rozwigzywania probleméw optymalizacji dynamicznej. Opisano zaréwno
podstawowe metody analityczne o stosunkowo waskim spektrum zastosowan jak roéwniez
klasyczne metody numeryczne, ktore umozliwiajg rozwigzywanie znacznie szerszej klasy
probleméw. W dalszej czesci przedstawiono przeglad klasycznych metod numerycznego
rozwigzywania zagadnien poczatkowych dla rownan rézniczkowych zwyczajnych. Opisane
zostaty podstawowe metody jednokrokowe jak rowniez metody wielokrokowe oraz metody
typu predyktor-korektor. W ramach rozprawy opisano rowniez wybrane zagadnienia
dotyczace teorii obliczen rownolegtych. Wprowadzone zostaty podstawowe pojecia, takie jak
ziarnisto$¢ przetwarzania réwnoleglego, komunikacja miedzywatkowa czy przyspieszenie
algorytmu rownoleglego. Przywolane i omdwione zostaty podstawowe prawa zwigzane z
obliczeniami rownoleglymi, takie jak Prawo Amdahla czy Prawo Gustafsona. Przedstawiono
rowniez podstawowg klasyfikacje komputerowych modeli przetwarzania danych. W cze¢sci
poswigconej technologii opisano histori¢ rozwoju uktadow GPU oraz powstania idei GPGPU
na przyktadzie technologii Nvidia CUDA. Dalej zawarto opis specyfiki przetwarzania danych
w obrgbie technologii CUDA oraz wprowadzono niezbedne pojecia podstawowe, zwracajac
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szczegOlng uwage na kwestie majace istotny wptyw na projektowanie kodu dedykowanego
dla tej platformy.

W  zasadniczej cze$ci rozprawy sformutowano rozpatrywane problemy oraz
przedstawiono sposob ich rozwigzywania. Prezentowane wyniki badan poprzedzone sg
zawsze szczegdtowymi opisami realizacji obliczen oraz niezbednymi wprowadzeniami
teoretycznymi dotyczacymi rozpatrywanych zagadnien. W pierwszej kolejnosci dokonano
opisu zrealizowanych w ramach niniejszej rozprawy masowo rownoleglych realizacji
klasycznych algorytméw rozwigzywania uktadow réwnan rézniczkowych zwyczajnych w
technologii Nvidia CUDA. Zostata tutaj przedstawiona idea na ktdérej bazuja opracowane
algorytmy jak rowniez ogolny schemat dziatania algorytméw w ujgciu kilku etapéw. Ponadto
przedstawione i omowione zostaty pomiary czasu pracy poszczegdlnych algorytméw w ujeciu
kliku odmiennych przypadkow. Dalsza cze$¢ pracy stanowi teoretyczne wprowadzenie do
koncepcji Spekulacyjnej jako propozycji rownoleglego rozwigzywania pojedynczych rownan
rozniczkowych zwyczajnych lub niewielkich ich uktadow. Nastepnie przedstawiono
opracowany w ramach niniejszej rozprawy algorytm dedykowany dla platformy Nvidia
CUDA, ktory zaprojektowany zostat w oparciu o zatozenia koncepcji Spekulacyjnej. W tym
przypadku réwniez opisano schemat pracy algorytmu w ujeciu kilku etapdéw. Ponadto
przedstawiono i omoéwiono pomiary czasu pracy algorytmu dla kilku przypadkow.
Ostatecznie sformulowano réwniez opis algorytmu zrealizowanego na podstawie obu
wykorzystanych wczesniej koncepcji. Powstata w ten sposob koncepcja Kombinowana. Cho¢
sama idea taczenia r6znych typow zrownoleglenia obliczen w postaci jednego algorytmu nie
jest nowa, to zaproponowana koncepcja Kombinowana w kontek$cie metody Spekulacyjnej
oraz wykorzystanej technologii CUDA jest zupelnie nowym pomystem autora niniejszej
rozprawy. Koncepcja Kombinowana wprowadza co prawda w matym stopniu ograniczong
skalowalno$¢ na fizycznie odrgbne GPU, jednak pozwala duzo lepiej wykorzysta¢ dostepne
rdzenie kiedy dysponujemy znaczng ich liczbg a jednocze$nie nie chcemy modyfikowaé
parametrow zadania obliczeniowego ! Przedstawione zostaly wyniki pomiardw czasu pracy
algorytmu oraz ptyngce z nich wnioski.

Sformutowany zostal jednowymiarowy problem optymalizacji dynamicznej do
rozwigzania ktorego zastosowana zostala metoda Gradientu Prostego w Przestrzeni
Funkcyjne; Sterowan. Sformutowano rdéwniez problem generowania diagramow
Bifurkacyjnych dla uktadow tuku elektrycznego. Opisano sposob realizacji algorytmow
dedykowanych dla CUDA rozwigzujacych sformutowane problemy oraz przedstawiono
wyniki obliczen. W przypadku algorytmow obliczajacych diagramy bifurkacji przedstawiono
réwniez stosowne diagramy zarowno w formie 2D jak réwniez w formie 3D — w postaci
chmury bifurkacji oraz jej przekrojow.

Na koncu rozprawy znajduje si¢ podsumowanie zrealizowanych w ramach pracy badan
oraz sformulowanie wnioskow koncowych. Spisano rowniez W punktach wktad wiasny autora
pracy oraz nakreslono kierunki dalszych badan.



Rozprawa zawiera rowniez dwa dodatki:

Dodatek A zawiera opis wybranych aspektow technicznych zwigzanych z
przeprowadzeniem obliczen, ktore zostaly zrealizowane w ramach pracy. Znajduje si¢ tutaj
opis $rodowiska badawczego oraz uruchomieniowego, ktére zostalo zaprojektowane
specjalnie na potrzeby niniejszej pracy. Przedstawione zostaly wybrane cechy tego
srodowiska, jego funkcjonalnosci oraz w duzym uproszczeniu opisana zostata struktura jego
budowy, pozwalajgca czytelnikowi lepiej zrozumie¢ w jaki sposob prowadzono obliczenia i
dokonywano szczegdtowych pomiar6w czasu pracy algorytmow.

Dodatek B zawiera natomiast opis trudno$ci technicznych jakie napotkano podczas
projektowania oraz implementacji algorytméw dedykowanych dla platformy Nvidia CUDA.
Biorac pod uwage specyfike przetwarzania danych oraz architekture urzadzen CUDA istnieje
szereg ograniczen, ktore nalezy wziag¢ pod uwage juz na samym poczatku pracy nad
algorytmem. Opisano miedzy innymi ograniczenia zwigzane z synchronizacja i komunikacja
migdzy watkami oraz ograniczenia w dostgpie do pamigci. Przedstawiono rowniez problem
efektywnego wykorzystania GPU na przykladzie opracowanych w ramach niniejsze]
rozprawy algorytméw. Analize wynikow wzbogacono wykorzystujac narzedzie o nazwie
CUDA Occupancy Calculator dostarczone przez Nvidig.
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4. Masowo rownolegta organizacja obliczen w
technologii Nvidia CUDA

Technologia Nvidia CUDA stanowi platform¢ obliczen masowo rownolegltych, bazujaca
na wykorzystaniu uktadow GPU. Zgodnie z Taksonomig Flynna architekture uktadow GPU
nalezy zaklasyfikowa¢ jako SIMD (ang. Single Instruction, Multiple Data), poniewaz
realizuja one wykonywanie pojedynczej instrukcji na wielu danych [8] [9]. Nvidia jednak
idzie o krok dalej wprowadzajac wtasng unikalng nazwe architektury dla swoich uktadow.
SIMT (ang. Single-Instruction, Multiple-Thread), bo 0 niej mowa, stanowi koncepcj¢
bazujaca na polaczeniu architektury SIMD oraz wielowatkowosci. Dzieki zastosowaniu
technologii lekkich watkow w obrebie tej architektury, mozliwe jest efektywne wykorzystanie
bardzo duzej liczby rdzeni wykonawczych GPU. Watki nazywane s3 lekkimi poniewaz
przetaczanie kontekstu pomigdzy nimi odbywa si¢ bez opdznien. Jest to mozliwe poniewaz
konteksty wszystkich aktywnych watkéow przechowywane sa w odpowiednio duzej liczbie
rejestrow roboczych GPU.

Obliczenia na platformie CUDA realizowane sg w oparciu o heterogeniczny model
przetwarzania (Rys. 4.1). Oznacza to iz urzadzenie CUDA zainstalowane jest w systemie
hosta jako odrebny podsystem obliczeniowy ze swoimi odrebnymi zasobami.

U HOST DEVICE

8 polecenie allokacji l l [ ] [ ]
1 s 2as50bow N BLOK 1 BLOK 2 BLOK3
: $ | & | &
: =k = EEEE @

A || vesscionyc A
2== M M @ @ Core ||| Core @
E <:] k p <:| i) | R,
NEEHEC S R N EE EE EE
> o
3== E transfer powrotny E Core @ @ Core @ @
E 4 wynikow / — | &9
r C C [ sm I sm [ sm )
‘ — | polecenie zwolnienia\ S [ PAMIEC GLOBALNA URZADZENIA ]
zasobdw

Rys. 4.1. Heterogeniczny model przetwarzania danych Nvidia CUDA
(opracowanie wlasne na podstawie [10])

Wykonywanie obliczen na urzadzeniu CUDA zawsze wymaga sterowania ze strony hosta,
oraz kopiowania danych pomigdzy hostem i urzadzeniem CUDA. W typowym cyklu
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przetwarzania danych wyrd6zni¢ mozna zatem trzy etapy (Rys. 4.1). Pierwszy etap stanowi
przygotowanie do wlasciwych obliczen 1 obejmuje allokacje pamigci na urzadzeniu CUDA,
oraz transfer danych wejsciowych do pamigci globalnej urzadzenia. Drugi etap to wywotanie
wiasciwego kodu wykonywanego przez GPU, tak zwanego kernela i wykonanie wtasciwych
obliczen. Trzeci etap natomiast odbywa si¢ po zakonczeniu pracy kernela i obejmuje transfer
wynikéw obliczen do pamigci hosta oraz zwalnianie pamigci urzadzenia CUDA [10] [11]
[12]. Przedstawione trzy etapy przetwarzania danych stanowig szkielet, na bazie ktdrego
zaprojektowano wszystkie algorytmy zrealizowane w toku przygotowania rozprawy.

Projektujac kernel CUDA programista moze doktadnie okresli¢ sposob adresowania
watkow wykorzystujac kazdy z trzech dostgpnych wymiarow (X,y,z). Adres watku w obrebie
bloku okreslany jest strukturg o nazwie threadldx z polami Xx,y,z. Przyktad
dwuwymiarowego adresowania watkdw w bloku oraz adresowania blokow przedstawiono na
rysunku 4.2.

GRID blokow CUDA
BLOK(0,0) BLOK(1,0) BLOK(2, 0)

B

BLOK(0.1)” BLOK(1,1) “BLOK(2. 1)

/
P ‘ 5 N
/ \ N

/  BLOK(1.1) %
Watek (0, 0) |Wqtek (1. 0) |Wqtek (2, 0) | Wqtek (3, 0)

theé(/o. 1) |Wqtek(1, 1) |Wqtek (2, 1) th}k\(s, 1)

Pl

Wq/tek<0.2) Watek (1, 2) | Wqtek(2, 2) thek(a.\sz)

Pl

Rys. 4.2. Model adresowania watkéw oraz blokow Nvidia CUDA. Zarowno w przypadku
watkow jak i blokéw zobrazowano jedynie 2 z 3 dostepnych wymiarow adresowania [10] [13].
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5. Masowo réwnolegte realizacje klasycznych
algorytméw rozwigzywania uktadow réwnan
rozniczkowych zwyczajnych w technologii Nvidia
CUDA

W  ramach opracowanych algorytméw masowo roéwnolegtych prezentowanych
W rozprawie zaimplementowane zostaly trzy dobrze znane klasyczne, sekwencyjne, metody
numeryczne rozwigzywania ODE: metoda Eulera [14] [15], metoda Rungego- Kutty II rzgdu
[15] [16], oraz metoda Rungego-Kutty IV rzedu [15] [17]. Metoda Eulera choé¢ wysoce
niecefektywna i obarczona duzym btedem calkowania, jest tutaj waznym elementem
odniesienia ukazujagcym wplyw algorytmu o stosunkowo matej ztozonosci obliczeniowej na
efektywno$¢ wykorzystania platformy CUDA w stosunku do prezentowanych algorytméw o
wigkszej zlozonosci. Prezentowane w niniejszym rozdziale algorytmy bazuja na
wykorzystaniu metod statokrokowych dzigki czemu mozliwe jest ukazanie w prosty sposob
wpltywu zlozono$ci obliczen na efektywno$¢ wykorzystania technologii Nvidia CUDA.
Algorytmy prezentowane Ww niniejszym rozdziale wykorzystuja ide¢ bazujaca na
dekompozycji uktadu réwnan na pojedyncze rownania badz ich grupy (Rys. 5.1). Ostateczny
sposOb dystrybucji rownan pomigdzy rdzenie CUDA uzalezniony jest od liczby réwnan w
stosunku do liczby dostepnych rdzeni. Rownania obliczane sa rownolegle lecz niezbgdna jest
komunikacja mig¢dzywatkowa w kazdym kroku catkowania. Ze wzgledu na wymagang
komunikacje¢ istnieja dla tej koncepcji powazne ograniczenia w zakresie skalowalno$ci
obliczen na wiele odrgbnych GPU.

Procesor 1 <—X; = (X}, X5,..., Xy, 1)
Procesor2 «<—x, = f, (X, Xy5..., Xy 1)

.o

Procesor N<—X, = fy (X Xpseees Xy 1)

Rys. 5.1. Dystrybucja réwnan ukladu pomiedzy procesory / rdzenie CUDA
(opracowanie wlasne na podstawie [7])

Sposob organizacji obliczen lezacy u podstaw omawianej koncepcji klasyfikuje ja do
zastosowania w sytuacji kiedy liczba rownan w uktadzie jest dostatecznie duza aby dokonac
efektywnej dystrybucji rownan pomi¢dzy rdzenie CUDA. Warto wspomnie¢, iz mozliwe jest
réwniez osiggnigcie rownoleglosci na poziomie realizacji samej metody numerycznej.
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Takie podejscie oferuje jednak zbyt matly stopien zréwnoleglenia aby moglo by¢ brane
pod uwage w kontekscie technologii masowo rownoleglej jaka jest CUDA.

Na rysunkach 5.2, 5.3 oraz 5.4 zestawiono czasy realizacji opracowanych algorytméw dla
kilku wybranych przypadkéw. Uwzgledniono czasy realizacji algorytmow sekwencyjnych
(S), réwnolegtych (R) oraz réwnoleglych wykorzystujacych szybka pamie¢ wspotdzielong
(RSM). Dokonano réwniez podzialu algorytméw w zaleznos$ci od zastosowanej metody
numerycznej (Euler, Runge-Kutta 11, Runge-Kutta IV). Dla przypadku pierwszego (Rys. 5.2)
liczba rownan w uktadzie ODE wynosita 120. Dla przypadku drugiego (Rys.4.3) liczba
rownan w uktadzie wynosita 300. Natomiast dla przypadku trzeciego (Rys. 4.4) liczba rownan
w ukladzie wynosita zaledwie 50. Urzadzenie obliczeniowe CUDA dysponowato liczba
rdzeni wynoszaca 768. Rozwigzywane rownania generowane byly w sposob losowy przy
pomocy odpowiedniego modutu opracowanego srodowiska badawczego.

[ms] [ms] (ms)
450,000 450,000 450,000
400,000 -+ 400,000 | 400,000
350,000 350,000 350,000 -
300,000 - 300,000 300,000
250,000 - 250,000 250,000 - g
200,000 200,000 - 200,000
150,000 150,000 150,000
100,000 - 100,000 — 100,000

50,000 l 50,000 |

0,000: 7 ' ‘ 0,000

s RSM
EULER Runge Kutta ] Runge - Kutta IV

Rys. 5.2. Zestawienie czaséw podanych w milisekundach dla uktadu 120 réwnan

[ms) [ms] [ms]
2500,000 2500,000 - 2500,000
2000,000 - 2000,000 - 2000,000 +—
1500,000 1500,000 1500,000 -
1000,000 - 1000,000 1000,000
- l - l |
.l B H = - - dii =
S s R RSM
EULER Runge-Kuttall Runge - Kutta IV

Rys. 5.3. Zestawienie czaséw podanych w milisekundach dla uktadu 300 réwnan
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[ms] [ms] [ms]

160,000 160,000 160,000 -
140,000 - 140,000 | 140,000 |
120,000 - 120,000 | 120,000 |
100,000 | 100,000 - 100,000
80,000 - 80,000 80,000
60,000 - 60,000 | 60,000
40,000 | 40,000 | 40,000 - B
20,000 . 20,000 - 20,000 |
0,000 - 0,000 0,000 |
S R RSM S R RSM S R RSM
EULER Runge - Kutta Il Runge - Kutta IV

Rys. 5.4. Zestawienie czasé6w podanych w milisekundach dla ukladu 50 réwnan

Przypadek trzeci (Rys. 5.4) jest negatywnym przyktadem wykorzystania technologii
Nvidia CUDA. Nie uzyskano tutaj przyspieszenia dla zadnego z prezentowanych algorytmow
masowo roéwnolegtych a wing za taki stan rzeczy nalezy obarczy¢ zbyt maty stopien
zréwnoleglenia problemu. Inaczej rzecz ujmujac zbyt maty wymiar rozwigzywanego zadania
(zaledwie 50 rownan) uniemozliwit efektywne obcigzenie GPU wystarczajaca liczbg watkow.

Opracowana grupa algorytméw masowo rownoleglych, rozwigzywania ukladéw ODE
pozwolila na osiagnigcie realnego wzrostu wydajnosci obliczen wzgledem analogicznych
algorytmow sekwencyjnych. Na szczegdlng uwage zastuguje tutaj dobre wykorzystanie
pamigci wspotdzielonej, ktora pozwolita osiagnaé jeszcze lepsze wyniki. Nalezy jednak
zauwazy¢, ze aby osiagna¢ zadowalajagce przyspieszenie obliczen musza by¢ spetnione
okreslone kryteria. Wymagany jest miedzy innymi odpowiednio duzy wymiar zadania
obliczeniowego, zastosowanie metody numerycznej o odpowiednio duzej ztozonosci
obliczeniowe] oraz wynikajacy z tego faktu recykling danych w obrebie urzadzenia
obliczeniowego CUDA.
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6. Masowo réwnolegty algorytm oparty na zatozeniach
koncepcji Spekulacyjnej dedykowany dla technologii
Nvidia CUDA

Technologia Nvidia CUDA oferuje bardzo duzg liczbe rdzeni wykonawczych w stosunku
z klasycznych ukladéow CPU. Powyzszy fakt pozwala zakwalifikowa¢é CUDA jako
srodowisko wykonawcze dla wszelkich algorytméw wykorzystujacych koncepcje
Spekulacyjng rozwigzywania ODE. Koncepcja ta zaktada bowiem dekompozycje przedziatu
calkowania na szereg podprzedzialow stanowigcych odrebne zadania, z ktorych kazde moze
by¢ rozwigzywane niezaleznie, na osobnym rdzeniu, jedng ze znanych klasycznych metod
sekwencyjnych. Podejscie takie jest jednak dosy¢ kosztowne obliczeniowo poniewaz wymaga
migdzy innymi wyznaczenia wartosci szukanych funkeji na poczatku kazdego podprzedziatu
przed przystapieniem do wlasciwego rozwigzywania uktadu roéwnan.

O duzym koszcie obliczeniowym omawianej koncepcji dodatkowo $wiadczy sposob w
jaki konstruowane jest rozwigzanie koncowe. Powstaje ono na zasadzie wyboru z kazdego
podprzedziatu tylko jednego rozwigzania czastkowego na zasadzie dopasowania
podprzedziatow. Pozostale rozwigzania czastkowe sg usuwane z pamigci jako nieprzydatne.

x(t)

A
-<——— catkowity czas analizy stanu nieustalonego ——
1 ] 1
: s E | !
1 1 1 1
: - 2 : :
1 ] 1 1
: : : L s
i i E =15
s s i
! I 1 1l 1
! I 1 ] ]
1 1 1 1
i - ' i |
! zbiory warunkow ' !
! poczatkowych ! !
| i i ' |
i i i 1 i t
t, <ot t. t, t t, t
0 1 2 3 4 N-1 N
P, P P, Py Py

Rys. 6.1. Dekompozycja problemu wzgledem czasu [7]

Prezentowana idea byla ostatnio rozwijana w pracy [7] pod nazwg Metody
Spekulacyjnej, w ktorej  zastosowano miedzy innymi metod¢ Rungego-Kutty [V
rzedu [15] [17] [18].

Teoretycznie rzecz bioragc niektore modele wspodtczesnych wieloprocesorowych
urzadzen obliczeniowych CUDA posiadaja znacznie wigkszg liczbe rdzeni wykonawczych,
niz jest to potrzebne w przypadku zastosowania koncepcji Spekulacyjnej i pojedynczego
roOwnania. Pozostawia to zatem pewng rezerwe¢ dla ewentualnego zwigkszenia liczby
spekulatywnych uktadow rownan jesli zajdzie taka potrzeba w celu zwigkszenia doktadnosci
rozwigzania problemu. Jednocze$nie zmiana taka nie powinna pociaggngé za sobg wzrostu

16



czasu realizacji algorytmu. Problemem natomiast moze okaza¢ si¢ che¢ nadmiernego
zwigkszenia liczby przyjetych podprzedzialdéw catkowania, poniewaz powoduje to
jednoczesne przesunigcie balansu pracy w kierunku hosta i w efekcie moze znaczgco
wydtuzy¢ czas realizacji algorytmu jako catos$ci. Ponadto wieksza liczba podprzedziatow to
rowniez konieczno$¢ transferu wigkszej liczby warunkéw poczatkowych na styku kazdego z
nich do urzadzenia CUDA.

Kwestia odpowiedniego doboru parametrow startowych dla algorytmu opartego na
koncepcji Spekulacyjnej jest na tyle istotna w kontekscie algorytmu dedykowanego dla
technologii CUDA, iz nalezy poswigci¢ jej nieco wigcej uwagi. Ponizej przedstawiono ten
problem w ujeciu 5 przypadkow obrazujac w jaki sposodb poszczegdlne wartosci parametrow
startowych wplywaja na uzyskane rozwigzanie koncowe dla koncepcji Spekulacyjnej
bazujacej na zastosowaniu metody Rungego Kutty IV rzedu. W ponizszym przyktadzie
rozwigzywane jest typowe rownanie rozniczkowe jednorodne dane wzorem 6.1.

X (1) = Ax(t) (6.1)

gdzie:

A — macierz wspotezynnikow,
X— wektor zmiennych stanu,
t— zmienna niezalezna.

* Przypadek 1:

- liczba krokow catkowania 400

1 - iteracje

0,5

. //

Wartosci funkcji

-2,5

-3,5

S 00 N N O W MO T — 0N N O ™~ —
MNARLAGIRRBSERIEAR]RNSIIRES ]
o el v et et ot

Rys. 6.2. Rozwiazanie sekwencyjne uzyskane metoda Rungego Kutty IV
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»  Przypadek 2:

- liczba krokow catkowania 400
- liczba podprzedziatow 20
- liczba spekulatywnych rozwigzan 1
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[—

Rys. 6.3. Rozwigzanie uzyskane na podstawie algorytmu réwnoleglego metodg Spekulacyjna
przy wykorzystaniu metody Rungego Kutty 1V. Uwidocznione duze amplitudy
wartoSci funkcji na laczeniach podprzedzialow.

* Przypadek 3:

- liczba krokow catkowania 400
- liczba podprzedziatow 20
- liczba spekulatywnych rozwigzan 500

0,5
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Rys. 6.4. Dzi¢ki zwiekszeniu liczby rozwiazan spekulacyjnych uzyskano znaczace zmniejszenie
amplitudy wartosci funkcji na laczeniach podprzedzialow w stosunku do rys. 6.3
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»  Przypadek 4:

- liczba krokow catkowania 400
- liczba podprzedziatow 40
- liczba spekulatywnych rozwigzan 1
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Rys. 6.5. Dzieki zwi¢kszeniu liczby podprzedzialéw uzyskano znaczace zmniejszenie amplitudy
wartosci funkcji na laczeniach podprzedzialow w stosunku do rys. 6.3

* Przypadek 5:

- liczba krokow catkowania 400
- liczba podprzedziatow 40
- liczba spekulatywnych rozwiazan 500
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Rys. 6.6. Zastosowano jednoczesne zwiekszenia liczby podprzedzialow oraz liczby rozwiazan
spekulatywnych w stosunku do rys. 6.3

19



Analizujac przedstawione przypadki zauwazy¢ nalezy, iz znaczaca popraweg zbieznosci
rozwigzania spekulacyjnego do rozwigzania sekwencyjnego uzyskano juz w przypadku 3 za
sprawg zwigkszenia liczby rozwigzan spekulatywnych. Podobnie w przypadku 4 uzyskano
poprawe rozwigzania zwigkszajac liczbe przyjetych podprzedziatow. Najlepszy efekt
uzyskano jednak zwigkszajac oba te parametry jednocze$nie w przypadku 5. W oparciu
0 zaprezentowane wykresy rozwigzan dla przedstawionych przypadkéw uwidoczniono, iz
algorytm jest znacznie bardziej wrazliwy na zmiang liczby podprzedziatéw niz na zmiang
liczby spekulatywnych rozwigzan. Jak wczesniej wspomniano ze wzgledu na duza liczbe
rdzeni CUDA teoretycznie mozna podnosi¢ liczbg rozwigzan spekulatywnych do pewnego
stopnia bezkosztowo. W praktyce jednak duza rol¢ odgrywa rowniez przyjety horyzont
czasowy oraz zwigzana z nim liczba krokéw catkowania.

Chcac zapewni¢ odpowiednio duzy stopien zréwnoleglenia w przypadku duzej liczby
krokéw catkowania dazy¢ bedziemy rowniez do zwigkszenia liczby przyjetych
podprzedziatéw. Finalnie zatem kazdy problem numeryczny ktéry ma by¢ rozwigzywany
przy uzyciu tego algorytmu musi zosta¢ poddany analizie a parametry startowe musza zosta¢
dobrane w pewnym stopniu empirycznie.
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7. Masowo réwnolegte realizacje algorytmow
rozwigzywania uktadow rownan rézniczkowych
zwyczajnych oparte na koncepcji rownolegtego
rozwigzywania rownan oraz na koncepcji
Spekulacyjnej

Trzeci opracowany w ramach rozprawy algorytm rozwigzywania ODE jest w zasadzie
pewna odmiang algorytmu drugiego, opartego na wykorzystaniu koncepcji Spekulacyjnej.
Réznica pomigdzy nimi polega na innej realizacji pracy samego kernela obliczeniowego
CUDA. Mimo tego, ze uzyto liczby pojedynczej w odniesieniu do algorytmu, wiasciwie jest
to grupa algorytmow uwzgledniajaca, tak jak to miato miejsce w pozostatych przypadkach,
warianty dla poszczegdlnych metod numerycznych wykorzystywanych w ramach niniejszej
rozprawy. Zauwazono, iz w przypadku gdy mamy do rozwigzania wigcej niz jedno rownanie,
wowczas mozemy uzyska¢ wigkszy stopien zrownoleglenia obliczen stosujac wewnatrz
kazdego z podprzedziatow koncepcje oparta na rownolegtym rozwigzywaniu réwnan. Trzeci
algorytm bazuje zatem na dwoch koncepcjach jednoczesnie, koncepcji rownan rownolegtych
oraz koncepcji Spekulacyjnej. Jest to zatem algorytm Kombinowany, ktory globalnie posiada
cechy 1 ograniczenia algorytmu bazujacego na koncepcji Spekulacyjnej. Lokalnie
W podprzedziatach zachowuje si¢ natomiast zupelnie jak typowy algorytm oparty na
dekompozycji uktadu réwnan na pojedyncze rownania. Schemat ideowy realizacji algorytmu
kombinowanego przedstawia rysunek 7.1. Algorytm ten umozliwia zatem zwickszenie
stopnia ziarnistosci obliczen gdy jest to wskazane w celu lepszego dopasowania problemu do
architektury CUDA i zagospodarowania wszystkich dostepnych jednostek wykonawczych.

Ponizej przedstawiono trzy wybrane przypadki analizy czasu pracy opracowanych
algorytmow, podczas gdy rozwigzywane bylo pojedyncze rownanie lub uktad réwnan ODE
generowany losowo. Czas realizacji algorytmu kombinowanego przedstawiono na wykresach
w kontekscie pozostatych algorytmow. Rysunek 7.2 przedstawia pesymistyczny wariant
wykorzystania  algorytmu  kombinowanego (SP+RR) wzgledem algorytmu SP
(Spekulacyjnego). W tym przypadku algorytm kombinowany SP+RR jest co prawda szybszy
od sekwencyjnego S, jednak wykonuje si¢ dluzej od SP. Sytuacja taka wynika z faktu, iz
rozwigzywane jest tylko jedno rownanie 1 nie mozna wykorzystaé koncepcji rownan
rownoleglych wewnatrz podprzedzialow catkowania. Dla wszystkich prezentowanych
przypadkoéw zastosowano algorytmy masowo rownolegte CUDA bazujace na wykorzystaniu
metody Rungego-Kutty IV rzedu.

21



Koncepcja Spekulacyjna (SP)
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NVz{ s Watek CUDA 2 <—X%, = f,(X,X,5,...,Xy,t)
NVa{ e Watek CUDA N<—%y = fy (X, %55+, Xy 52)
N o

Metoda Réwnan Réwnolechtych (RR)

Rys. 7.1. Schemat ideowy realizacji algorytmu w oparciu o autorska koncepcje kombinowana.
Poprzez Nv oznaczono kolejne spekulatywne uklady réwnan.
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Rys. 7.2. Zestawienie czasu pracy badanych Rys. 7.3. Zestawienie czasu pracy badanych
algorytméw dla przypadku 1(1 réwnanie) algorytméw dla przypadku 2 (3 ré6wnania)

22



[ms]  Przypadek 3 RK IV

3000
2500
2000
1500
1000

500

—

S SP SP+RR

Rys. 7.4. Zestawienie czasu pracy badanych algorytméw dla przypadku 3 (6 réwnan)

Ciekawe zestawienie stanowi rysunek 7.4, ktory obrazuje wyrazne skrocenie czasu
realizacji algorytmu kombinowanego (SP+RR) wzgledem pozostalych algorytmow.
Skrocenie czasu dla algorytmu kombinowanego wynika z faktu zwigkszenia stopnia
ziarnisto$ci obliczen przy jednoczesnym zachowaniu tych samych wartos¢ gléwnych
parametréw startowych dla algorytmu SP+RR wzgledem SP. Poniewaz wartosci parametréw
startowych nie ulegly zmianie dokladno$¢ rozwigzania réwniez zostala zachowana. Na
szczegbdlng uwage podczas analizy rysunku 7.3 zashuguje jednak fakt iz algorytm SP pracowat
dluzej niz algorytm sekwencyjny S. Wing za taki stan rzeczy ponosi zbyt mate uzyskane
przyspieszenie rownoleglej czesci algorytmu SP, ktére zostato catkowicie zniwelowane przez
koszt wykonania cze¢sci sekwencyjnej odpowiedzialnej za przygotowanie zbiorow warunkow
poczatkowych oraz sktadanie rozwigzania koncowego.

Przypadek 3 przedstawiony na rysunku 7.4 podkresla niekorzystny dobor parametrow
startowych algorytmu SP dla zadania zawierajacego az 6 rownan w uktadzie. Jednocze$nie
przy zachowaniu tych samych parametrow startowych kombinowana wersja algorytmu
SP+RR zyskuje zdecydowang przewage nad dwoma pozostatymi.

Podsumowujac wyniki wszystkich algorytméw zauwazy¢ nalezy, iz w przypadku 2 i 3
algorytm SP+RR pozwolil na znacznie wigksze zréwnoleglenie obliczen niz algorytm SP co
czyni go znacznie szybszym nie tylko od algorytmu SP, ale réwniez od S. W przypadku
pierwszym natomiast najszybszy okazal si¢ algorytm SP poniewaz rozwigzywane byto tylko
jedno rownanie.
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8. Rozpatrywane w pracy problemy obliczeniowe

8.1 Jednowymiarowy problem optymalizacji -Metoda Gradientu Prostego

W ramach niniejszej rozprawy rozpatrywany byt jednowymiarowy problem optymalizacji
dynamicznej sformutowany ponizej. W celu rozwigzania postawionego zadania optymalizacji
opracowano 1 zastosowano algorytm masowo rownolegly dedykowany dla platformy
obliczeniowej Nvidia CUDA. Algorytm opracowany zostal w oparciu o wykorzystanie
Metody Gradientu w Przestrzeni Funkcyjnej Sterowan a zatem bazuje réwniez na
wykorzystaniu Zasady Maksimum Pontriagina. Rozpatrywany przyktad skonstruowany zostat
w oparciu o analogiczny problem rozpatrywany w pracy [1].

Obiekt regulacji bedacy przedmiotem zadania optymalizacji opisany zostal rOwnaniem 8.1
d
E(x) =u, x(0)=8  t=<010> (8.1)

Wskaznik jakosci dla biezacego zadania optymalizacji wyrazony zostat wzorem (8.2) W
rozwazanym przykladzie nalezy wyznaczy¢ takie sterowanie u(t), ktore, przy spetieniu
roOwnan stanu i réwnan sprz¢zonych gwarantuje uzyskanie minimalnej warto$ci przyjetego
wskaznika jakosci.

2%
Q{x,u} = 2,5[(x(10) — 2)?]1+ | (x?+ u?)dt (8.2)

to

Mamy zatem do czynienia z problemem Bolzy. Podstawowe warianty wskaznika jakos$ci dla
zadan optymalizacji dynamicznej opisane zostalty w rozdziale 2 niniejszej rozprawy.

Hamiltonian zadania optymalizacji wyrazony zostat wzorem (8.3).

HY,x,u,t) = —(x%,u%) + ¥u (8.3)

Korzystajac z Hamiltonianu zapisujemy rownanie sprzezone w postaci (7.4)

Y= —2x (8.4)

oraz gradient Hamiltonianu w postaci (7.5)

oH

v 2u—vy (8.5)

Y:
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Warunki transwersalno$ci natomiast zostaly zdefiniowane dla biezacego zadania w postaci
(8.6)

Y(ty) = 10 — 5x(ty) (8.6)

W celu dokonania pomiaréw zrealizowane zostalo oprogramowanie rozwigzujace
przedstawiony problem optymalizacji dynamicznej. W oprogramowaniu zaimplementowano
Metode Gradientu Prostego w Przestrzeni Funkcyjnej Sterowan, ktéra wprowadza
konieczno$¢ wielokrotnego calkowania rownan rézniczkowych zwyczajnych (ang. ODE —
Ordinary Diferential Equations). W celu skrocenia czasu rozwigzywania rownan ODE
wzgledem klasycznych metod sekwencyjnych, zaprojektowano oraz zaimplementowano w
oprogramowaniu testowym algorytm dedykowany dla platformy Nvidia CUDA, ktory oparty
zostat na Spekulacyjnej koncepcji catkowania tego typu réwnan. W celu oceny wydajnosci
algorytmu réwnoleglego rozpatrywany problem optymalizacji dynamicznej rozwigzywany
byt zaréwno przy wykorzystaniu metod sekwencyjnych, jak réwniez przy pomocy
opracowanego algorytmu rownoleglego na platformie Nvidia CUDA. W oprogramowaniu
stanowigcym Srodowisko badawcze zaimplementowano rowniez szczegoétowy pomiar czasu
pracy poréwnywanych algorytmoéw. Ze wzgledu na ograniczenia wynikajace z fizycznej
budowy uktadu GPU, optymalne obcigzenie multiprocesoréw strumieniowych CUDA w
przypadku zastosowania koncepcji Spekulacyjnej gdy rozwigzywane jest tylko jedno
rébwnanie nie jest zadaniem trywialnym i wymaga dobrej znajomos$ci architektury danego
GPU.

8.2 Diagramy bifurkacyjne dla ukladow tuku elektrycznego

Diagramy bifurkacyjne rozpatrywane w niniejszej pracy rozumiane sg jako zmiany
w reakcjach oscylacyjnych zmiennych parametréw danego modelu tuku elektrycznego.

Najczesciej prezentowane w literaturze diagramy bifurkacyjne przyjmuja postac jedno lub
zdecydowanie rzadziej dwu-parametryczng [19] [20] [21]. Zauwazy¢ nalezy, iz W niniejszej
pracy obliczane s3 diagramy bifurkacyjne dla dwdch a nawet trzech zmieniajacych si¢
jednocze$nie parametrow.

Zatem jako trojwymiarowy diagram bifurkacyjny rozumiana jest chmura
réznokolorowych punktow w przestrzeni parametréw RLC (Rys. 8.1). Analogicznie w
przypadku diagraméw dwuwymiarowych punkty odwzorowane sa na plaszczyznie dla
wybranej pary parametrow: RL, RC lub LC.
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Rys 8.1. Chmura punktéw w przestrzeni RLC

Aby uzyska¢ diagramy o wysokiej szczegdtowosSci/rozdzielczosci przyjete zostaty
odpowiednie wymiary zadan obliczeniowych. Dla diagraméw dwuparametrycznych przyjeto
rozdzielczos¢ 1000 x 1000 punktéw. Dla diagramoéw przestrzennych gdzie zmienialy si¢
jednoczes$nie wszystkie trzy parametry, ustalono poprzez analogi¢ rozdzielczos¢ 1000 x 1000
x 1000 punktow.

Zauwazy¢ nalezy, 1z rozwigzanie takiego problemu wymaga wielokrotnego
rozwigzywania uktadu réwnan rozniczkowych (ODE). W przypadku diagramow
dwuwymiarowych jest to liczba rozwiazan (rzedu 10%) a w przypadku diagraméw
trojwymiarowych (rzedu 10°). Ponadto w kazdej iteracji algorytmu oprécz rozwiazywania
uktadu rownan wymagane jest znalezienie maksimow lokalnych oraz identyfikacja okresu na
ich podstawie.

W literaturze [22] zostaly przedstawione typowe modele tukow elektrycznych.
Prezentowane modele oparte sg na roznych charakterystykach napiecia tuku (V-I) 1 stuza do
oszacowania energii w przypadku zwarcia tukowego. Tego rodzaju charakterystyki napiecia
moga by¢ wykorzystywane w celu obliczania diagramow bifurkacyjnych. Literatura [23]
i [24] zawiera przyklady obliczania diagramow bifurkacji, dla ktorych zmiany warto$ci
zachodza powoli w odniesieniu do jednego parametru. Jak pokazano w literaturze, kazda
zmiana wartos$ci takiego parametru moze prowadzi¢ do zmiany charakteru odpowiedzi uktadu
ODE.

Typowe obwody *tuku elektrycznego przedstawiono na rysunku 8.2. Diagramy
bifurkacyjne uzyskane w ramach przygotowania niniejszej rozprawy, obliczane byly dla
takich wtasnie obwodow, w ktorych uwzgledniono jednoczesne zmiany wartosci parametrow.
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Rys. 8.2. Dwa typowe obwody luku elektrycznego - SCHEMAT ZASTEPCZY

Ponizej przedstawiono uktad rownan (8.7) dla typowych obwodow tuku elektrycznego
pokazanych na rysunku 8.2. Uktad rownan prezentowany po lewej stronie (8.7) opisuje
obwod na Rys. 8.2(a). Po prawej stronie (8.7) znajduje si¢ bezwymiarowy zapis tego uktadu
réwnan, gdzie R,L,C sg parametrami [23] [25] [26]. Bezwymiarowe zmienne wprowadzono w
celu uogodlnienia analizy problemu obliczeniowego.

di 1 U(ig) dx 1 "

E—z('u— ie l) dt_L(y Xz )

w_ 1 e u—R) Y_ Ll pi1-y—ry

dt _ RC Y > @ T RC yo

di dz

ﬁ__(l —i2) E=x2—z

(8.7)
gdzie:
ry = yZ = lB/IOI

ig- prad tuku,

Uy, I,- stale ze statycznej woltamperowej charakterystyki (U(i) = U, (Ii)n) -gdzien <o,
0

0 = t/t-stala czasowa,

R, L, C —oznaczajg rezystancje, indukcyjnos¢ oraz pojemnosc,

m-wynikaz -1 <m = "T‘l < 0, zazwyczaj m = —2/3, jak wynika z U(ig) = i§, przyn = —1/3.
Mozemy réwniez rozwazy¢ uktad rownan po prawej stronie (8.7), jako uktad po lewej

stronie gdy U0 =10 =6 =1 oraz E = RIO + U0. Jak pokazano w literaturze [23],

uwzgledniajac odpowiednig zamiang zmiennych uktad réwnan (8.7) opisuje rowniez obwod
prezentowany na Rys. 8.2 (b).
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W praktycznych zastosowaniach bardzo czestym problemem okazuje si¢ fakt, iz
algorytmy w oparciu, o ktore obliczane sg diagramy bifurkacyjne, a szczegdlnie diagramy
0 wysokiej rozdzielczosci, bazujag na wykorzystaniu dobrze znanych, klasycznych metod
numerycznych. Z oczywistych powodow metody takie nie sg dostosowane do nowoczesnego
sprzgtu obliczeniowego. Tego typu algorytmy stanowig zatem duze wyzwanie dla
dzisiejszych technologii, nawet biorgc pod uwage zastosowanie najnowszych procesoréw
wielordzeniowych typu CPU, ktérych potencjat nie moze zosta¢ w petni wykorzystany. Jak
zostalo wspomniane wczesniej taki algorytm dla duzych przypadkéw jest bardzo kosztowny
obliczeniowo, a czas jego realizacji jest bardzo cze¢sto nieakceptowalny. Rozwigzaniem tego
problemu moze by¢ zaprojektowanie algorytmoéw dopasowanych do masowo roéwnolegtej
architektury nowoczesnego sprzgtu obliczeniowego o architekturze masowo roéwnolegte;.

Jak zostalo wspomniane aby uzyska¢ diagram bifurkacji konieczne jest nie tylko
rozwigzywanie uktadu ODE dla kazdego z punktow diagramu ale wymagane jest znalezienie
maksimow lokalnych oraz identyfikacja okresu na ich podstawie.

W celu zilustrowania problemu poszukiwania maksimow lokalnych oraz identyfikacji
okresu, na rysunkach 8.3, 8.4 oraz 8.5 przedstawiono przyktadowe przebiegi rozwigzan dla
uktadu (8.7) Dla prezentowanych przebiegdw przyjeto oznaczenia: ig— prad tuku,

t — czas analizy rozwigzania.

2
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Rys. 8.3. Okresowy przebieg rozwiazania ukladu (8.7) dla parametrow R=8; L= 1; C=3,14;
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Przebieg Okresowy

lg

5 Max5 Max5
a5 Max2 A Max?2 .
. Max 3 [\ { \ Max3 (\ I
. N [ Max 1 I N [ Max 1 |
s [ [ N [ Maxa ' [ /A I
2 A | I [ N A I A I
. [ [ [ [ I\ [ [ [ !
s [ [ [ [ [ [ [ [ |

) Lo A A A [ A |
0s [\ A N B I N A W A |
1700 1722 1745 1767 1790 1812 1835 1857 1880 1902 1925 1947 1970 1992 ¢
\ J
|
Max 1, Max 2, Max 3, Max 4, Max 5 - maksima lokalne Zidentyfikowano Okres

Rys. 8.4. Okresowy przebieg rozwiazania ukladu (8.7) dla parametréw R=8; L= 1,16; C=3,14;
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Rys. 8.5. Chaotyczny' przebieg rozwiazania ukladu (8.7) dla parametréw R=8; L= 1; C=3,38;

W ramach opracowanych algorytmow identyfikacja okresu odbywata si¢ w zakresie
maksiméw od 1 do 16. Przyjeto, ze jezeli liczba maksimoéw bedzie wigksza niz 16 to okres
zostanie zidentyfikowany jako 16. Na wykresach kazdy okres otrzymat inny kolor. Im
»Wyzszy” okres tym jasniejszy kolor zostal mu przypisany. Dla 16 byl to kolor biaty
natomiast dla 1 przypisano kolor czarny.

Przyktadowsg skale koloréw prezentuje rysunek 8.6. Na podstawie obserwacji
uzyskiwanych wynikéw wyznaczono warto$¢ tolerancji btgdu poréwnywania maksimow
podczas identyfikacji okresu i wynosita ona tol=0,0005.

! Chaos Deterministyczny — termin ten odnosi sie do nieregularnych zachowan (zwanych Bifurkacjami) uktadow
deterministycznych w konsekwencji niewielkich zmian wartosci parametréw takiego uktadu. Zachowanie sie
uktadu jest catkowicie nieprzewidywalne cho¢ w petni reprodukowalne dla konkretnych wartosci parametréw
ze wzgledu na determinizm opisany rdwnaniami [33] [34] [35] [36].
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Skala kolorow

123456 7 8 910111213141516

Rys. 8.6. Przykladowa skala koloréw wykorzystywana podczas generowania diagraméw

Do rozwigzywania uktadu rownan (8.7) w opracowanych algorytmach dla diagramow 2D
i 3D wykorzystano metode Rungego-Kutty IV rzedu.

Ponizej przedstawione zostaty wybrane diagramy bifurkacji uzyskane w ramach realizacji
badan nad algorytmami masowo rownoleglymi dedykowanymi dla technologii CUDA.

Zaréwno diagramy 2D jak rowniez 3D wykonane zostaly przy wykorzystaniu srodowiska
do obliczen naukowych Matlab [27] [28]. Przez N oznaczono liczbe krokow catkowania. Jako
docelowe nalezy traktowac diagramy dla ktoérych liczba krokoéw wynosita 400 000, poniewaz
dopiero wowczas rozwigzanie bylo ustabilizowane.

1.05
-
0.85]
0.65
0.45 —
5 10 15 20 25
R

Rys. 8.7. Diagram dla zmiennych RL oraz stalej C= 3.14 (N=100,000)
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Rys. 8.8. Diagram dla zmiennych RL oraz stalej C= 3.14 (N=400,000)
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Rys. 8.9. Diagram dla zmiennych RC oraz statej L= 0.2 (N=100,000)
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Rys. 8.10. Diagram dla zmiennych RC oraz stalej L = 0.2 (N=400,000)
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Rys. 8.11. Diagram dla zmiennych LC oraz stalej R= 15.0 (N=100,000)
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Rys. 8.12. Diagram dla zmiennych LC oraz stalej R= 15.0 (N=400,000)

Trojwymiarowa wizualizacja chmury punktow W przestrzeni zrealizowana zostata za
pomocg specjalnej biblioteki wspomagajacej tego typu zadania. Wspomniana biblioteka nosi
nazwe Point Cloud [29] [30] i dostepna jest jako rozszerzenie srodowiska Matlab.

Rys. 8.13. Diagram przedstawia chmure punktéow w pelnym zakresie parametréow R[5.0, 25.0],
L[0.16, 1.45], C[3.14, 4.5]. Pozostale parametry: point size = 10, point limit = 5 000 000.
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Rys. 8.14. Diagram przedstawia chmure punktéw w pelnym zakresie parametréow R[5.0, 25.0],
L[0.16, 1.45], C[3.14, 4.5]. Pozostale parametry: point size = 1, point limit = 1 000 000.

Rys. 8.15. Diagram przedstawia przekrodj izometryczny chmury punktéw w zakresie
parametrow R[2.5, 25.0], L[0.16, 1.45], C[3.14, 4.5]. Pozostale parametry: point size = 8, point
limit = 1 000 000.
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9. Uwagi koncowe i wnioski

Niewatpliwie teoretyczny potencjatl urzadzen CUDA, ale i calej technologii na ktorg
sktada si¢ réwniez oprogramowanie majace na celu maksymalne utatwienie programiscie
wykorzystania tak skomplikowanego sprzetu jak karta graficzna, daje powody by sadzié, iz
wiele problemdw obliczeniowych nie dajgcych si¢ dotychczas rozwigza¢ w rozsadnym czasie
moze nie stanowi¢ juz wyzwania. Dowodem tego s3 prezentowane w ramach niniejszej
rozprawy wyniki badan. Wyzwaniem okazuje si¢ jednak bardzo czgsto samo projektowanie
algorytmow, ktore beda w stanie efektywnie wykorzysta¢ petni¢ potencjalu urzadzen CUDA.
Przeprowadzone w ramach niniejszej pracy badania pokazaty, iz efektywne wykorzystanie
technologii CUDA jest mozliwe tylko dla bardzo specyficznych probleméw 1 algorytméw
obliczeniowych, ktore charakteryzuja si¢ wielokrotnym wykorzystaniem tych samych danych,
nie wymagaja duzych transferéw danych pomiedzy hostem a urzadzeniem obliczeniowym,
oraz nie wymagaja zbyt wielu operacji synchronizacyjnych pomigdzy watkami i dzigki temu
dobrze skalujg si¢ na wiele multiprocesorow oraz wiele niezaleznych od siebie fizycznych
urzadzen CUDA. Aby zatem dazy¢ do optymalnego wykorzystania potencjalu technologii
CUDA nalezy poszukiwaé problemow spelniajacych wszystkie przedstawione powyzej
kryteria. Niestety jednak sytuacja w rzeczywistosci wyglada zupetnie odwrotnie gdyz majac
postawiony konkretny problem bedziemy poszukiwac sposobu — algorytmu/technologii, ktéra
pozwoli go rozwigza¢ w jak najkrotszym czasie lub/i w znacznie wigkszym wymiarze niz
byto to mozliwe przed zrownolegleniem co czesto prowadzi do siggania po bardziej ztozone
problemy. Skrocenie czasu realizacji dobrze znanych probleméw obliczeniowych nie jest
wigc glownym celem zastosowania technologii takich jak CUDA. Gléwnym celem jest
rozwigzywanie problemow, ktore wezesniej nie byty mozliwe do rozwigzania ze wzgledu na
brak dostatecznie wydajnej i odpowiednio elastycznej technologii.

Majac na uwadze przedstawione w ramach niniejszej rozprawy wyniki badan, w ramach
ktorych zrealizowano szereg wnikliwych analiz porownawczych opracowanych algorytmow,
mozna stwierdzi¢, iz wszystkie sformulowane na poczatku pracy cele zostaly osiagniete.

W zdecydowanej wigkszosci rozpatrywanych w ramach niniejszej rozprawy przypadkow
osiggnieto znaczgcg poprawe wydajnosci algorytmoéw masowo roéwnolegtych nie tylko
w stosunku do algorytmow sekwencyjnych, ale co wazniejsze, rowniez w stosunku do
algorytméw  rownolegtych realizowanych z wudzialem technologii OpenMP na
wielordzeniowych uktadach CPU. Nalezatoby zatem stwierdzic¢, iz sformutowana na poczatku
pracy teza o nastgpujacym brzemieniu: ,,Platforma Nvidia CUDA stwarza realne mozliwos$ci
wyraznej poprawy efektywnosci realizacji analizowanych w pracy metod i algorytméw
optymalizacji dynamicznej poprzez znaczne skrocenie czasu calkowania ukladow rownan
rézniczkowych zwyczajnych opisujacych rozwazane problemy dynamiczne” — zostala
udowodniona. Nalezy jednak pamigtac, ze technologia CUDA nie gwarantuje przyspieszenia
w kazdym wypadku, a jedynie w sytuacji gdy zostang spetnione dodatkowe wymagania
stawiane algorytmom opisane w niniejszej rozprawie.
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9.1

Wklad wlasny autora pracy:

Opracowanie algorytmu oraz implementacji masowo réwnoleglego catkowania
uktadow ODE, dedykowanego dla platformy Nvidia CUDA w oparciu o koncepcje
réwnolegtego catkowania réwnan sktadowych uktadu.

Opracowanie algorytmu oraz implementacji masowo réwnoleglego catkowania
zardwno pojedynczych rownan jak réwniez ukladéw ODE, dedykowanego dla
platformy Nvidia CUDA w oparciu o koncepcje rownoleglego podziatu czasu
catkowania, ktora znana jest rowniez pod nazwa koncepcji Spekulacyjne;.

Opracowanie algorytmu oraz implementacji masowo rownoleglego catkowania
uktadow ODE, dedykowanego dla platformy Nvidia CUDA w oparciu o
kombinacj¢ zarowno koncepcji Spekulacyjnej jak rowniez koncepcji rownolegtego
calkowania rownan skladowych uktadu. W kontekscie metody Spekulacyjnej oraz
zastosowanej technologii obliczeniowej powstala koncepcja Kombinowana, ktora
jest oryginalnym osiggnigciem autora niniejszej rozprawy.

Opracowanie algorytmu oraz implementacji masowo réwnoleglej realizacji
metody ,,Gradientu w przestrzeni funkcyjnej sterowan”, dedykowanej dla
platformy Nvidia CUDA w oparciu o zatozenia koncepcji Spekulacyjne;.

Opracowanie algorytmu oraz implementacji masowo réwnolegltego obliczania
diagramow bifurkacyjnych 2D jak rowniez 3D dla typowych obwodow tuku
elektrycznego. Oryginalny wklad autora pracy dotyczy algorytmow
dedykowanych dla platformy Nvidia CUDA.

Badania efektywno$ci opracowanych algorytmow masowo rownoleglych oraz
analiza porownawcza wzgledem klasycznych algorytméw sekwencyjnych jak
réwniez innych algorytméw réwnoleghlych. Przeprowadzone badania pozwolily na
ocen¢ potencjalu technologii Nvidia CUDA w konteks$cie rozwigzywanych w
pracy probleméw jak rowniez calej klasy podobnych problemow bazujgcych na
koniecznosci wielokrotnego catkowania ukladow ODE 1/lub calkowania
problemoéw od duzym wymiarze.
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9.2 Kierunki dalszych badan

W ramach przygotowania niniejszej rozprawy rozwazanych bylo wiele problemow
badawczych zanim zakres pracy zostal ostatecznie sformutowany. W biezagcym punkcie
wskazane zostaly kierunki dalszych badan jako otwarte problemy wykraczajace poza zakres
niniejszej rozprawy.

Pozostajac w konteksScie probleméw obliczeniowych rozpatrywanych w ramach niniejszej
rozprawy, jak rowniez w kontekscie zastosowania technologii Nvidia CUDA, wskazad
mozna, nastgpujace otwarte problemy badawcze:

Przebadanie opracowanych algorytméw dedykowanych dla CUDA bazujacych na
koncepcji Spekulacyjnej w kontekscie uktadow z rozwigzaniem o charakterze oscylacyjnym
wraz z probg implementacji algorytmu masowo rownoleglego ze zmiennym krokiem
catkowania.

Przebadanie opracowanych algorytméw, a W szczegdlnosci algorytmoéw bazujacych na
rownolegtym podziale uktadu na poszczegdlne rownania w kontekscie problemoéw opisanych
macierzami rzadkimi, jak rowniez implementacje rozwigzan bazujacych na zalozeniach
koncepcji znanej jako Dekompozycja Epsilon, ktéra to zostata do$¢ obszernie przedstawiona
w pracach Dragoslava Siljaka [31] [32].

37



10.Bibliografia - wybrane pozycje

1. FINDEISEN W., SZYMANOWSKI J., WIERZBICKI A.: Metody obliczeniowe optymalizaciji,
Wydaw. Politechniki Warszawskiej 1973.

2. AMBORSKI K.: Podstawy metod optymalizacji, Oficyna wydawnicza Politechniki
Warszawskiej 2009.

3. KRYSZEWSKI W.: Podstawy Teorii Sterowania Optymalnego. [http://www-
users.mat.umk.pl/~wkrysz/attachments/sterowanie.pdf, Dostep.: 08.12.2018].

4. KACZOREK T.: Teoria sterowania, PWN Warszawa 1981.
5. KACZOREK T.: Podstawy teorii sterowania, WNT 2005.

6. PONTRYAGIN L. S., BOLTYANSKII V. G., GAMKRELIDZE R. V., MISHCHENKO E. F.:
The Mathematical Theory of Optimal Processes. Wiley, New York, 1965.

7. FORENC J.: Analiza spekulacyjna stanow nieustalonych w uktadach elektrycznych,
Rozprawa doktorska, Politechnika Biatostocka 2006.

8. STALLINGS W.: Organizacja i architektura systemu komputerowego. Wydawnictwa
Naukowo-Techniczne, Warszawa 2000.

9. DUNCAN R.: "A Survey of Parallel Computer Architectures", February 1990
http://www.eng.ucy.ac.cy/theocharides/Courses/ECE656/Duncan90.pdf [dostep:
10.01.2021].

10. NVIDIA CORPORATION: Nvidia CUDA C Programming Guide, Nvidia Corporation
2018.

11. NVIDIA CORPORATION: Cuda C Best Practices Guide, Nvidia Corporation 2015.

12. KIRK D. B., HWU W. WEN-MEI: Programming Massively Parallel Processors: A Hands-
on Approach, Morgan Kaufmann, 2010.

13. NVIDIA CORPORATION: CUDA C++ Programming Guide, Nvidia Corporation 2021.

14. STOER J., BULIRSCH R.: Wstep do metod numerycznych. Tom II. PWN, Warszawa,
1980.

15. HAPRA S.C., CANALE R.P.: Numerical Methods for Engineers, The McGraw-Hill
Companies 2011 .

16. MAJCHRZAK E., MOCHNACKI B.: Metody numeryczne. Podstawy teoretyczne, aspekty
praktyczne i algorytmy, Wydawnictwo Politechniki Slgskiej, Gliwice, 2004.

17. CONTE S.D., DE BOOR C.: Elementary Numerical Analysis. An Algorithmic Approach.
McGraw-Hill, 1980.

38



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

FORTUNA Z., MACUKOW B., WASOWSKI J.: Metody numeryczne, WNT, Warszawa,
2005.

ITOH Y., UENOHARAS., ADACHI M., MORIE T., AIHARA K.: Reconstructing
bifurcation diagrams only from time-series data generated by electronic circuits in
discrete-time dynamical systems, Chaos: An Interdisciplinary Journal of Nonlinear
Science, vol. 30, 20.

PALA A., MACHACZEK M.: Parallel computing of two-parameter bifurcation diagrams
of an electric arc model with chaotic dynamics using Nvidia CUDA and OpenMP
technologies, Przeglqd Elektrotechniczny nr 03/2019.

AWREJCEWICZ J., PYRYEV J., KUDRA G., OLEJNIK P.: Matematyczne i numeryczne
metody analizy bifurkacji i dynamiki chaotycznej uktadow mechanicznych z tarciem i
uderzeniami, Politechnika £odzka 2006.

AMMERMAN R. F., GAMMON T., SEN P. K. and NELSON J. P., “DC-Arc models and
incident energy calculations,” IEEE Trans. Industry Appls., vol. 46, no. 5, pp. 1810-
1819, Sept./Oct. 2010. .

SYDORETS V. N. and PENTEGOV I. V., Deterministic Chaos in Nonlinear Circuits with
Arcs, Kiev, Ukraine: Svarka, 2013 (in Russian). .

PENTEGOV I. V. and SYDORETS V. N., “Comparative analysis of models of dynamic
welding arc,” The Paton Welding Journal, vol. 12, pp. 45-48, 2015, doi:
10.15407/tpw;j2015.12.09.

SYDORETS V.. ,, The Bifurcations and Chaotic Oscillations in Electric Circuits with Arc”
In: MITKOWSKI W., KACPRZYK J.: Studies in Computational Intelligence, Modelling
Dynamics in Processes and Systems, Volume 180, Springer 2009.

ROSOLOWSKI E.: Podstawy Modelowania Systemow, Wroctaw, marzec 2020,
http.://www.rose.pwr.wroc.pl/PMS/PMS.pdf [dostep: 06.11.2021].

HUNT B. R., LIPSMAN R. L., ROSENBERG, J. M.: Guide to MATLAB (R), Cambridge
University Press, 2014.

RUDRA P.: Matlab dla naukowcow i inzynierow, Wydawnictwo PWN 2020.

MathWorks Help Center,
https://www.mathworks.com/help/vision/ref/pointcloud. htmi#d122¢92017 [dostep:
04.02.2020].

Kurs Point Cloud, https://www.geo.tuwien.ac.at/downloads/pg/pctools/pctools.html
[dostep: 10.02.2020].

SEZER M. i SILJAK D. Nested & decompositions and clustering of complex systems,
Automatica, 22, pp. 321-331, 1986.

39



32. ZECEVIC A. i SILJAK D. Control of Complex Systems. Structural Constraints and
Uncertainty, London, Springer, 2010.

33. Encyklopedia PWN — Bifurkacja,
https://encyklopedia.pwn.pl/haslo/bifurkacja; 3877582.html [dostep: 28.10.2021].

34. SCHUSTER H.G.: Chaos deterministyczny, PWN Warszawa 1995.
35. TEMPCZYK M.: Teoria chaosu dla odwaznych, PWN Warszawa Wydanie: 2021.

36. STEWART I.: Czy Bog gra w kosci? Nowa matematyka chaosu, PWN Warszawa 2001.

40



